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1. Introduction 

Rappelons qu'une vari6t6 pseudo-riemannienne (M,g)  est complete si son champ 
g6od6sique est complet. Dans le cas riemannien, si M est compacte, les niveaux de 
l'int6grale premiere d'6nergie sont compacts, et toute m6trique sur une vari6t6 com- 

pacte est complete. De plus, puisque g d6finit naturellement une m6trique, il r6sulte 
imm&liatement du th6or~me d'existence locale des g6od6siques qu'une m6trique rie- 
mannienne homog~ne est complete (voir par exemple [3], p. 181). 

Quand g n'est pas d6finie positive, la situation est tr~s diff6rente, et illustr6e par les 
deux exemples classiques suivants: 

a) Le demi-plan sup6rieur, muni de la pseudo-m6trique dx dy, est homog~ne sous 
l'action isom6trique de A + ( 1, R) donn6e par (a, b) • (x, y) = ( a x  + b, y / a ) ,  et bien stir 
incomplet. 
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b) En quotientant la pseudo-m6trique dx d y / ( x 2 +  y2) sur ]~2\ (0~ par l'action de 
Z donn6e par n .  ( x , y )  = (tnx, tny) ,  oh t > 0 est fix6, on obtient un tore Lorentzien 

(tore de Clifton-Pohl, cf. [ 10] ). Ce tore est incomplet puisque la pseudo-m6trique non 
quotient6e l'est d6jh. 

D'autre part, sur une vari6t6 compacte toute m6trique pseudo-riemannienne homog~ne 
est complete (Marsden, cf. [ 10] ), ainsi que toute m6trique Lorentzienne plate (Carri~re 

[51). 
Dans cet article, nous donnons un crit~re simple de compl6tude, et construisons des 

exemples de vari6t6s incompl~tes qui sont des raffinements des exemples a) et b) ci- 
dessus: on am61iore b) en donnant des exemples de vari6t6s lorentziennes compactes 
simplement connexes incompl~tes, et a) en donnant des exemples de vari6t6s lorentzi- 

ennes compactes, localement homog~nes et incompl~tes. 
Ces exemples illustrent les limites des g6n6ralisations possibles des th6or~mes de 

Marsden et de Carri~re. C'est un plaisir de remercier Yves Carri~re pour d'utiles con- 

versations (61ectroniques t). 

2. Un critbre de compl6tude pour les vari6t6s compactes 

Le r6sultat de Marsden cit6 ci-dessus est la cons6quence du r6sultat suivant plus 

g6n6ral. 

Th6or~me 1. Soit ( M, g) une varidt~ pseudo-riemannienne compacte de signature ( n - 

s, s) oft 2s < n. On suppose qu'i l  existe s champs de Killing sur M, partout lin~airement 

inddpendants et n~gatifs. Alors ( M, g) est g~od~siquement complete. 

Preuve. Rappelons (th6or~me de Noether) que si X est un champ de Killing la fonction 
vm H gm( Xm, Vm), Oh V,n E TM, est une int6grale premiere du riot g6od6sique. Autrement 
dit, toute g6od6sique, vue comme courbe dans TM, est contenue dans un ensemble de 

la forme 

Ec0,Cl,..,cs = {v E TM , g ( v , v )  =co et g(Xi, v) =ci}, 

qui est un fibr6 en quadriques sur M. I1 suffit de montrer que ces ensembles sont 
compacts, c'est ~ dire que les fibres sont compactes puisque M l'est. Soit Fm l'orthogonal 
aux X~ dans TraM. D'apr~s la loi de Sylvester c'est un espace euclidien; quitte h 
remplacer les X i par des combinaisons lin6aires, on peut les supposer deux h deux 

orthogonaux. 
Consid6rons alors la d6composition 

s 

v = w + ~_,  aiX~m, oil v C T,,M et w C Fro. 
i= l  

La condition g(v ,  Xim) = ci impose les ai. Alors la condition g ( v , v )  = co impose 
g(w,  w), qui vit dans une sphere de Fro, d'oh la compacit6 des fibres. [] 
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Exemple. Soit G u n  groupe de Lie compact et p : P ~ B une G-fibration principale. I1 

est classique que les donn6es d'une connection sur P e t  d'une m6trique riemannienne 

sur B permettent de construire une m6trique riemannienne sur P. La connection d6finit 

une d6compsotion G-&luivariante la d6composition 

T t, P = rppG e Hp. 

On munit l 'espace horizontal lip de la m6trique s u r  Tpi (p )B  , l 'espace vertical TppG de la 
m6trique transport6e d'une m6trique bi-invariante b sur G (donn6e une fois pour toute) 

partir du plongement g H pg, et on d6cide que les verticaux et les horizontaux sont 
orthogonaux. A partir de l~t, en rempla~ant la m6trique sur les fbres par son oppos6e, 
on obtient une m6trique pseudo-riemannienne G-invariante. Cette m6trique est complete 
si B est compacte et dim G _< dim B. 

3. Une m~trique lorentzienne incomplete sur la sphere de dimension 3 

La construction est inspir6e du feuilletage de Reeb. On consid~re S 3 c o m m e  

C'est  ainsi la r~union des deux tores pleins d6finis par Izl _< Iz'l et Iz'l <_ Izl identifi~s 
suivant leur bord commun 

{ ( z , z ' ) c C  2 Iz[ = I z ' l = l  }, 

comme on le voit imm6diatement en prenant les coordonn6es bipolaires z = r exp i8, 

z ~ = s exp i~b. Notre m&rique s'obtiendra h partir d'une m6trique convenable sur T 2. 

Lemme 2. Sur T 2 la m~trique lorentzienne 

g = 2dOddp + f (O)  d~b 2 

est incomplete d&s que la fonction f s'annule quelque part sans dtre identiquement 
nulle. 

Preuve. En plus de l'int6grale premiere d'6nergie 

20'~b' + f(0)~b '2 = cte 

on a l'int6grale premiere 

O' + f(O)qb' = 0 

qui vient du champ de Killing a/&b ou du th6or~me de Noether suivant les goOts. 
Consid6rons en particulier la famille des g6od6siques nulles donn6es par 

O' + f ( 8 ) ~ b ' = a  et O ' + ½ f ( 8 ) d / = O ,  otla-7tO. 
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Le long d 'une  telle g6od6sique, on a f (O) fb  I = 2a et O' = - a ,  donc f ( - a t + O o ) d / =  2a: 

si par exemple f ( 0 )  = 0, cette g6od6sique n 'est  pas prolongeable au del~ de Oo/a. [] 

Nous allons maintenant construire sur chaque tore solide une m6trique Lorentzienne 
qui coi'ncide avec une m6trique produit par celle du lemme au voisinage du bord. Pour 
le premier tore solide, on prend ~ de la forme 

a ( r )  (2dOdq5 + f ( O )  dq~ 2) + dr 2 + b(r )  dO 2 - c (r )  dqb 2, 

o?a a, b e t  c sont des fonctions lisses non n6gatives d6finies sur [ 0, 1 ] ayant les propri6t6s 
suivantes: 

a) a vaut 0 sur [0, 1 /4] ,  et 1 sur [1 /2 ,  1]; 
b) b(r )  = r 2 sur [0, 1 /4] ,  et b -  0 sur [1/2 ,  1]; 

c) c vaut 1 sur [0, 1 /4] ,  et 0 sur [1 /2 ,  1]. 
Ainsi, $ est 6gale a la m6trique produit g + dr 2 au voisinage du bord, et ?~ la m6trique 

produit geud - d e  2 au voisinage du cercle r = 0. Pour voir que ~ est lorentzienne, il suffit 

de s 'assurer qu 'el le  est non-d6g6n6rde partout. C 'es t  clair pour r _< 1/4 ou r > 1/2. 
Pour r C] 1/4, 1 /2[ ,  le d6terminant 

b a c 
a a f -  

est non nul si et seulement si 

, a ( r )  c ( r )  
f ( O ) 5t b-~r ) ÷ a ( r---~ " 

Mais le membre  de gauche a un minimum strictement positif sur ] 1/4,  1 /2[ ,  et il suffit 

que le maximum de f ne soit pas trop grand. 
De m~me, sur le deuxi~me tore solide, on prend ~ de la forme 

al ( s ) ( 2  dO dqb + f ( O )  d~b 2) + h ( s )  ds 2 + bl (s)  d~b 2 - cl ( s )  dO 2, 

les fonctions a , ,  bl et cl ayant les m~mes propri6t6s. On a introduit la fonction h pour 

que les deux m6triques se raccordent de faqon lisse! On la prend 6gale h s2 / (2  - s 2) 

au voisinage de l et ~ 1 au voisinage de z6ro. Tout ira bien si 

a l ( s )  b l ( s )  
f ( O )  5¢ 

c l ( s )  a l ( s )  

pour s C] 1/4, 1 /2[ .  

4. Une vari~t~ Iorentzienne compacte, localement homog~ne, et incomplete 

4.1. Principe de la construction 

On part du fait que S1(2, l~) admet des sous-groupes discrets co-compacts. Pour le 
voir, on peut soit invoquer un th6or~me g6n~ral, soit remarquer que P S I ( 2 , ~ )  est 
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la fois le fibr6 unitaire et le groupe des isom6tries (conservant l'orientation) du plan 
hyperbolique. De plus, le rel~vement au fibr6 unitaire d'une isom6trie g est la translation 

gauche Lg. I1 suffit alors de prendre un sous-groupe F C PSI(2, •) tel que F \ H  2 soit 

compact: on peut prendre le groupe fondamental d'une surface ~ caract6ristique d'Euler 
n6gative ou le groupe engendr6 par les r6flexions par rapport aux c6t6s d'un triangle 
hyperbolique dont les angles sont des multiples rationnels de 1r, cf. [9]. Notons que 
dans le premier cas, F \PSI(2 ,  ~ )  est le fibr6 unitaire de F \ H  2. 

Munissons maintenant PSI(2, R) ou S1(2, R) d'une m6trique Lorentzienne invariante 
gauche. Cette m6trique passera au quotient par F, et la m6trique obtenue sera (in)- 

complete si et seulement si celle de d6part l'est. On est donc ramen6 ~ la construire des 
m6triques lorentziennes invariantes h gauche sur S1(2, ~) .  

4.2. Rappels sur les g~oddsiques des groupes de Lie 

Soit G un groupe de Lie semi-simple, d'alg~bre de Lie g, et soit B sa forme de Killing. 
La donn6e d'une m6trique pseudo-riemannienne invariante ~t gauche sur G 6quivaut 
celle d'une forme quadratique non d6g6n6r6e Q sur g, ou encore d'un isomorphisme 
lin6aire B-autoadjoint de ~b de g. De plus, Q et ~b se d6terminent mutuellement grace 
la relation 

Vu, v E g, a ( u , v )  = B(u ,~b(v) ) .  

Toute courbe t c ( t )  de G est d6termin6e par la courbe -1 Lc(t).c ( t)  de g. Les courbes 
de g associ6es aux g6od6siques sont les solutions de l'6quation 

4,(x') = [4 , (x) ,x] ,  ( ] )  

voir [1] ou [6] par exemple. Nous ferons un usage constant de la propri6t6 suivante. 

Lemme 3. Les fonctions B ( qb( x ) , x)  et B ( (b( x ) , dp( x ) ) sont des int~grales premieres 
de (1). 

Preuve. C'est une cons&luence imm6diate de I'identit6 

B ( [ x , y ] , z )  + B ( y , [ x , z ] )  =0 ,  Vx, y , z  E g  

(et B ( ~ b ( x ) , x )  est simplement l'int6grale d'6nergie !). [] 

Remargue. En fait si G est un groupe de matrices, on voit facilement que tr(~b(x))k 
est une int6grale premiere pour tout entier k (comparer ~ [2], ch. 4). Nous n'utiliserons 
ce fait que pour k = 2, ob l 'on retrouve B(q~(x) ,  ~b(x)). 

4.3. Cas de S1(2,~)  

La forme de Killing de sl(2,  •) ~st B(X ,  Y) = 4tr(XY). Elle est de signature (2, 1). 
Nous ferons un usage r6p6t6 des faits 616mentaires suivants: 
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a) Les valeurs propres non nulles de ad H sont r6elles si et seulement si B(H,  H)  > 0; 

en se ramenant au cas oil B(H, H)  = 8, les vecteurs propres associ6s, not6s X+ et X_, 

v6rifient les relations classiques 

[ H , X + ] = ± 2 X +  et [ X + , X _ ]  = H .  

b) Si Xl, X2, X3 est une base B-orthonormde de 5l(2,1R), autrement dit si 

B ( X I , X 1  ) = B ( X 2 , X 2 )  = - B ( X 3 , X 3 )  = 1, 

alors 

[ XI, X2 ] = 2X3, [ X1, X3 ] = 2X2, [ X2, X3 ] = - 2 X i .  

Ces propri6t6s vont nous permettre de montrer le r6sultat suivant. 

Th~or~me 4. Si la mdtrique invariante h gauche sur S1(2, ~ )  d~finie par l'endomor- 

phisme qb est lorentzienne, elle n'est complOte que dans les deux cas suivants: 
a) q~ admet un sous-espace propre de dimension 2 au moins. 
b) c~ est diagonalisable sur JR, admet deux valeurs propres opposdes, et les vecteurs 

propres associ~s engendrent un plan lorentzien. 

Preuve. Supposons d 'abord l 'endomorphisme ~b est diagonalisable sur IR. I1 l 'est  alors 

dans une base B-orthonorm6e X1,X2,X3. Soient (~-i)1<i<3 les valeurs propres corre- 

spondantes. Alors x = Y'~'~=l xiXi est d'apr~s (1) solution du syst~me 

et on a d 'apr~s le lemme 3 les int6grales premieres 

2 2 2 2=e t"  ~llx~ + Jl2x 2 + asx~ =e ,  a~x~ + a2x 2 - a3x s 

Plaqons nous dans le cas ott quels que soient i et j ,  IAi] 5i I~lj[. On d&luit alors de 

ces formules que 

( a - b x 1 2 ) ( - c + d x l : )  

o?a 

/ll (,~1 + i s )  a l ( a l  -- ~2) 
b =  d -  

/~-2 (~-2 "+" /~-3) ' ~3 (~.2 "F /~3) ' 

les valeurs de a et c importent peu. Si bd < 0, il existe, si la m6trique est lorentzienne, 
des solutions o~ x~ tend vers l 'infini en un temps fini. Donc si la m6trique est complete, 

bd > 0, c'est-?a-dire: 

( a l  --  /~-2) (/~-1 "+" ~-3) > 0 .  
A2A3 
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Le m~me raisonnement pour x2 et x3 donne les conditions 

( &  - & ) (3.2 + 3.3) (3.1 + 3.3) (3.2 + ,~3) 
> 0  et > 0 .  

3.1 h3 3.1 3.2 

Ces trois in6galit6s sont clairement incompatibles, ce qui r~gle le cas diagonalisable 

(avec les formules ci-dessus, il est tr~s facile de v6rifier que si deux 3.i sont 6gaux la 

m6trique est complete; il en est de mSme si 3.1 + A3 = 0 ou 3.2 + 3.3 = 0). 

Plaqons nous maintenant dans le cas oO ~b a des valeurs propres complexes. Soient/.t 

la valeur propre r6elle, 3. et A les valeurs propres complexes. On pose 3. = a + ft. Si U, 

Ve t  V sont les vecteurs propres correspondants, on a B(V,V)  = B ( V ,  V) et B(V,V) = 0. 

En posant U = X1, V = X2 +iX3 et en prenant des normalisations convenables, X1, X2, X3 

devient une base B-orthonorm6e de s l (2 ,  •). Dans cette base 

- 8  

Les deux int~grales du lemme 3 sont 

/zx~ +oe(x2 2 -  x 2) + 2/gx2x3 = e ,  

/Z2Xl 2 + (el 2 -- fl 2) (x~ -- x 2) q- 4otflx2x3 = e ' ,  

et la premiere 6quation de (1) donne 

= + x32). 

Alors, sur le niveau e = e '  = 0, Xl est n 'est  pas born6, et satisfait h l '6quation 

2 (13.12+lz2 ,, , , /2 2 = - zatz)  xl" ~ l 4- -~[ 

Donc xl tend vers l'infini en un temps fini et la m6trique n'est pas compl&e (le cas 
o~ = 0 est encore plus 616mentaire). 

Pla~ons nous dans le cas o~ ~b n'est  pas diagonalisable. Si (x - 3.)2(x - tx) est 

le polyn6me minimal de ~b, on peut trouver une base Xo,X~,X2,  avec B ( X o , X 1 )  = 

B(Xo ,  X2) = 0, pour laquelle 

~b(X0)=/zX0, qb(Xl) = h X l ,  ~b(X2) = a X 2 + a X 1  avec a e 0. 

L e m m e  5. On a B ( X 1 , X 1 )  =0,  B ( X o , X o )  > 0  et B ( X 1 , X 2 )  rIO. 

Preuve du Lemme 5. La premiere 6galit6 s'obtient en 6crivant que 

xl ),x2) = 8(e)( x2) ,x ,  ). 

Alors si B (Xo, Xo) 6tait n6gatif, son orthogonal serait euclidien et ne pourrait contenir 

des vecteurs isotropes (il est clair que B(Xo,  Xo) 5 j O, puisque B e s t  non-d6g6n6r6e). 
Enfin, B ( X 1 , X 2 )  est non nul pour la m~me raison. 
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En rempla~ant X2 par X2 + tX1, ob t = - B ( X 2 , X 2 ) / B ( X 1 , X 2 ) ,  on peut supposer 

que B ( X e , X 2 )  = 0, autrement dit on peut se ramener au cas o~t la base Xo, X I ,X2  du 

type H, X+, X_. [] 

Les deux int6grales premieres sont alors 

/zx~ + 2Ax2x3 + ax~ = e 

/z2x~ + 2A2x2x3 + 2Aax~ = e ' ,  

et la premiere Equation de (1) donne 

i~£1 = axe. 

Sur le niveau e = e ~ = 0 par exemple, on a donc 

a - IZxl2, 
" f l=  A 

et si a 5~ Iz la m6trique n'est  pas complete. Elle l 'est par contre si A = /z ,  comme on 

le v6rifie directement. Enfin, le cas oh A est valeur propre triple de ~b avec un espace 

propre de dimension 1 se traite exactement de la m~me fa~on, et la m6trique n'est pas 

complete. [] 

Remarque .  Les m~mes arguments montrent que tout groupe de Lie semi-simple non 

compact admet des m6triques pseudo-riemanniennes incompl&es. En effet, l 'alg~bre 

de Lie d 'un  tel groupe contient une sous-alg~bre de Lie isomorphe h ~ I (2 ,R) .  Si on 

prend & laissant cette sous-alg~bre invariante, le groupe correspondant sera totalement 

g6od6sique. Comme d'apr~s [4] tout groupe semi-simple admet des sous-groupes dis- 

crets co-compacts, on a une foule d'espaces pseudo-riemanniens compacts localement 

homog~nes et non-complets. 

5. Remarques finales 

On obtient h partir de ces constructions des contre-exemples h deux assertions se 

trouvant dans la litt6rature. 
a) I1 est affirm6 dans [  11 ] que dans une vari6t6 lorentzienne compacte, une g6od6sique 

incomplete s 'accumule sur une g6od6sique fermEe, nulle et incomplete. Le lemme 2 

fournit un contre-exemple ~ cette assertion, si on prend f avec un z6ro d 'ordre 2 au 
moins. Par exemple, dans le tore (T 2, 2 dx dy - sin z 7rx dy2) ,  la g6od6sique t --+ (0, t) 

est complete, et d6crit la courbe ferm6e x = 0, qui est un ensemble limite de g6od6siques 
incompl~tes (ce ph6nom~ne a 6t6 6tudi6 syst6matiquement par Romero et S~inchez, cf. 

[7 ] ) .  
b) I1 est affirm6 dans [ 8 ] que la compl~tude est une propri6t6 ouverte pour l 'ensemble 

des m6triques Lorentziennes muni de la topologie de Whitney. Les tores de la section 3 
comme ies vari6t6s construites dans la section 4 donnent des contre-exemples 6vidents 
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ces assertions.  Cela  n ' a  r ien d '6 tonnant :  l ' appl ica t ion  qui h une  pseudo-m6tr ique associe 

son champ g6od6sique (v u  comme champ de vecteurs sur le fibr6 tangent)  n ' e s t  pas 

con t inue  pour  la topologie  forte de Whitney.  
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